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Introduction

Le tore est, aprés la sphére, la surface de Riemann fermée la plus simple; en

fait 'unique surface fermée orientable de caractéristique d’Euler nulle (xy = 0),
9 _

donc de genre g = TX = 1. 1l correspond & la feuille d’univers d’une corde

fermée, avec conditions périodiques sur le temps. On se place en jauge conforme
euclidienne

Yab = 5ab

I Géométrie du tore

1 Parameétrisation

Au départ, on a une corde fermée, avec (01,02) identifié & (o1 + 27, 02) et
(01,09) identifié & (01,02 + 27 T) ou 27 T est notre période. En toute généralité,
on doit envisager les conditions, avec 71 € R et 7o € Ry,

(01,02) ~ (01 + 27, 02)
(01,02) ~ (01 + 27 11,02 + 27 T2)

Pour construire un tel tore, on peut partir d’un cylindre, de rayon de base 1,
de longueur 27 73, et recoller les deux bases aprés en avoir tourné une d’un angle
2w T1-

En général donc, un tore est le quotient C/A de C par un réseau A =Z @ Zr,
ouT € ={z€C| Im(z) >0} (demi-plan de Poincaré).

2 Espaces des modules

11 est tres facile, et classique, de voir que le groupe d’isomorphismes d’un tel
réseau est le groupe modulaire

SLQ(Z) a b a7’+b
PSLy(Z) = ———= = : JA = L . —
SLy(@)= " = =1 £:CnC |3 = (§ 4) €SL(© : f() =T
T:r—=714+1
engendré par les transformations 1

S:7H— ——
T
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et qui agit naturellement et analytiquement sur J# puisque
PSLy(Z) C PSLy(R) = Autana ()
Deux parameétres 7 et 7' représenteront donc le méme tore si et seulement si

= f(1) avec f € PSLy(Z)

‘ L’espace des modules est donc ¢ /PSLy (Z)‘

On prend généralement pour domaine fondamental la région

1 1
jZ{T€C|—§<Re(T)<§ et |T|>1}
, dr
La mesure sur ’espace des modules est ——.
Im*(7)

Comme elle est invariante sous le groupe modulaire, I'intégrand d’une quantité
concernant notre feuille d’univers torique devra I’étre également.
Pour paramétriser le tore, on peut utiliser les « coordonnées complexes »

1 ;.2
w =0 +10
— 1 - 9 avec we~w42r ~w4+ 2T
w=o0 —i0o

ou encore la coordonnée z =e~'% avec 2z~ ze 27T

8=0, = %(61—162)

On pose 1
0=0g= 5(51 +1i0s)
Opw = Ogw =1
Ces dérivées vérifient
OpW = Ogw = 0

On passe de méme des coordonnées (vy,vs) d’un vecteur v aux coordonnées com-
plexes

1 .
v =g (vy —ivg)

vy = 5(1}1+iv2)

1
On pose d?z =2do'do? et 6%(z,2) = 2 §(at) 6(0?)
La métrique unité g;; = I» s’écrit ici

1
gzZ:gZz:§ et gzz:gﬁzo

on a alors g°7 = ¢g** = 2 et on monte et descend les indices comme suit
{vz = g% vz = (v' +i0v?)

V¥ = g% v, = (v —iv?)



Théorie des cordes conforme sur le tore 3

On a de plus /d2z 6%(2,Z) =1 et d’z+/|detg| =do'do?®

Rappelons que / 4’z (0,0* + 9:0%) = if. (v* dz — v* dz)
R R
L’action s’écrit dans ces coordonnées

S = L /d20' (61X“61Xu + 62Xu62Xu) =

47 o

1

2w o

/ d?z 0X* 39X,

IT Quelques formules utiles

1 Les fonctions théta

On définit la fonction théta de base

e(le) — Z e7rin2‘r+27rinz
nez

{G(z +1j7) = 0(z|7)

Elle vérifie o
0(z + 7|T) = e TIT2MIZG(2|7)

et

)
)
0zl +1) = 8(z +1/2|7)
{H(z/fl —1/7) = V=iTe "= /74(z|r)

Elle admet une unique racine modulo A = Z ® Z7 en T

Notons que, si on pose ¢ = €217 et ( = e?™1%, on a une écriture en produit
infini
o
6(¢,r) = 11 (1—gm) (1+¢m7172) (1+¢qm='7?)
m=
On définit, sur les fonctions, 'action de T, et Sp:
{(Ta Nk = emia’TH2riaz f(z+ar)
(Se f)(2) = f(z+D)

On utilisera aussi les fonctions théta avec caractéristiques

Bup(2[7) = (S5 Ta B)(2]7) = 3 emiletmt2mimia)(z4t)

MEZ
1 1 11 , . N
ou (a,b) € <(0,0); (0, 3); 5,0 N33 Leurs zéros respectifs sont, & A
N T+1 71
prés, en 5 33 et 0.

Leurs propriétés sous transformations modulaires sont données par
’011(7 + 1) = ei"/40;;(7')
22 22

9%0(7' +1) = ei”/40%0(7')

oo (7 +1) = B3 (7)

60 (T + 1) == 000(T)

Nf=

\
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et <

Les fonctions théta, comme on le vérifie facilement, satisfont de plus I’équation
« de la chaleur »

020y (i) = =2 00033 (5217)

2 La fonction de Dedekind

Introduisons également la fonction de Dedekind

n(r) = q"/* nfjl(l —q")

n(r +1) = el /12 q(7)
qui vérifie

n (—%) = /=iTn(7)

Elle est liée aux fonctions théta par

0:011 (0|7
- {2

3 Formule sommatoire de Poisson

La formule sommatoire de Poisson, pour une fonction continue f et un réseau
A CRY de réseau dual A*, affirme que

1 * (o
22 vy & T

ot vol(A) est le volume du parallélogramme fondamental du réseau et
f*:/ e27rizvf(x) de
RN

Démonstration. F(y) = > f(w +y) est A-périodique, donc s’écrit
wEA

F(y)= Y e™ivvF(v) ()
VEA*
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I

ou

(U) - VOllA) ~/|:If0nd dNye e Z f(w * y)

wEA
1

dNy e27riv('u)+y)f wHy
A o 2 (W)

1 Tivw
- /RNdewze:A& F(w)

La relation (x) en y = 0 donne la formule cherchée. O

Un cas particulier de la formule sommatoire de Poisson est ’égalité suivante

i 1 n(j=¥)2
e—7an2+27r1Yn — e— X
nXE:Z v X ]%:Z
Z _ v )?
our N=1, A = VXZ (dott A* = —=), f(¢) = e " (¢73%)
P ( =) 1)

IIT Calcul des fonctions de partition

1 Scalaire non compact

On se place dans le cas d’un scalaire sans masse X*, non compact dans un
premier temps. On va calculer 'amplitude sans vertex

Z(7) = (V)po(n

ott T?(1) = C/A,;, A, = Z & 77 est le tore de « module » 7.

Comme on considére une période de temps de 27 72, avec identification aprés
translation de 27 7y dans 'autre direction de la feuille d’univers, on peut écrire,
puisque P engendre les translations suivant o' et H suivant o2,

Z(T) =Tr [e27ri7'1 P—-2mw 1o H]

1 _
Rappelons ’action S = / d?z 0X*0X,
2 a!
pour laquelle le tenseur d’énergie impulsion (sans trace) s’écrit
deft 4w 6S 1 1
Towp = ——— = —— [ 0 XFOX, — = 0ap . X O°X,, | :
EE R —

En fonction des opérateurs de Virasoro, on a les équivalences suivantes

dz _
Ly, = 7{ 971z 22T (2) = T..(2)= Z L, 2z~ (Mm+2)
MEZ

~ dz = = =~ __(m
et Lm = m Zm+2 TE(Z) — Tﬁ(Z) = Z Lm z (m+2)

MmEZ
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ou encore, en revenant 3 la variable w telle que z = e ™%,

Tww(w) —— E e(imO'l_mo'Q) Tm
mEZ

TW(W) — _ E e(imal_maz) Tm
mEZ

C
T = Lim — mo —
m m 6m024

ou ~

On en déduit

2m 1
d ~
de méme P:/ UIT12:L0—L0
0

p=2 n=1 \/n un Ny ! nNon N, !
d’ou

7 2 d

OXM(z) = —iy/ = T ak p—(m+D) an =\ ‘ — 2" OXH(z)
2 mEZ
: =

aXH(z) = —iy) > X azm) am =4/ ,]{ 2" X4 (2)
2 MEZ " a

Si on écrit ¢ = €277, on a, puisque ¢ = 0 et ¢ = d dans le cas des scalaires
bosoniques libres, et en notant V4 le volume de ’espace temps,

4(r) = (q)~* Tr [q 7]

p dk —r e k? n _nN
=Vd(q§)*d/24/( e T2k H Z g N e

2
)d R en

ou l'on a utilisé que

op?
Lo = TR > ot aum
n=0
- o 2 © N
et Lo = ZR + > at, aun
n=0

En sommant les séries géométriques, on obtient

Z(r) =iVq (4n%a' 1)~ 2 In(r)| 7>

et les propriétés de modularité de § en d = D — 1 = 24 montrent bien que Z(7) est
invariante modulaire comme il se doit.
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2 Les fantdmes b — ¢

Les champs b et ¢ sont, en général, de poids conformes respectifs k, = A et
ke=1-XOnac=-3(2\—1)>+1=—26et ¢ =0 puisqu’ici A = 2.

Les opérateurs de création b_,,, b,, c_, et ¢, sont maintenant anticommutants,
donc ils ne peuvent étre utilisés qu’au plus une fois. L’action est

S= i/d22b50
27

d’ot Z(T) = Tr [6271'17'1 P—27 7o H]

= (qq)"*/*? Tr ¢ g'
o0
= 4@ T+ q)f

puisqu’on a 4 états fondamentaux | 1), | 1), | I1) et | Jd) et qu’un oscillateur
d’ordre n ne peux étre utilisé qu’une fois

co| M) =0, bol4) =0, G| H)=0, et bo|t)=0

Cependant, ceci correspond, dans l'intégrale de chemin, & des conditions aux
limites anti-périodiques. Or, dans le déterminant de Fadeyev-Popov, ils ont méme
périodicité que celles du champ qui sont périodiques. Donc

Z(T) =Tr [(_1)F627ri7'1 P—27w 7o H] =0
car les quatres états fondamentaux sont de « ghost number » opposés modulo
2, ce qui implique une trace nulle par symétries.
On peut se demander quelle est la premiére amplitude non nulle : <c(w1) b(ws) E(’LU3)Z(’LU4)>

b(2) = 3 bz~ (M2
mEZ

c(z) = Y emz= (M
MmEZ

Si on écrit

et de méme pour b et ¢, seuls les termes en m = 0 contribuent car

{bmacn} = 6m,—n
d’otr <c(w1) b(w>) 5(W3)Z(UJ4)> =Tr [(—1)F co bo Gg boe 2T i P=2m T2 H]

= @2 T gy

= In(r)[*

le moins apparaissant dans le produit provient du (—1)F. Seul ’état fondamental
| 41} contribue, du fait du facteur cg bg ég bo.
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3 Champs scalaire réel compact, théorie des cordes a 26
dimensions

On considére maintenant que la 25° dimension est compactifiée

X~X+2mnR new (1)
On a toujours S —/ &’z XM §X
) o 2w o #

Les moments du centre de masse sont quantifiés: k = n/R (e?" R P laisse les
états invariants).

On a X(oc+27)=X(0) +27Ra a€Z,
nombre d’enroulement.

Vu la relation (x),

= o ~
QWRa:]{ (dz@X-}-dE@X):QWHE(aO—aO) (2)
On est obligé d’inclure des cordes enroulées non-trivialement car une corde avec
a = 0 peut se décomposer en une corde avec a = 1 et une corde avec a = —1.
Le moment de Noether total s’écrit
1

zZ0 —La Q
f(dz@X—dz@X)—m( o+ o)

p= 2ol

ce qui implique, par (1) et (2),

dot  Zo = (qq)"V/* Tr gt g
= ) % g
n,a€Z

forme « hamiltonienne » de la fonction de partition

_ a'n?  a?R2 .
= |n(7)| 2 > exp [—WTQ ( + o ) +2wim na]

n,a€Z R2
aITQ
Formule de Poisson avec X = Pl et Y =na
5 R —7R2|j — ar|’
2
Ol T e | T
2R 9 —7R2|m — ar|?
=—————|n(7) > oexp|———
¢ (47‘[’2 o T2)1/2 | ( | m,a€Z a'Ty

expression clairement modulaire invariante.
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Il y a une autre maniére de calculer cette fonction de partition qui met mieux
en évidence la décomposition en modes d’enroulement. On peut écrire

d?z 1 d?z
= — X AX
S 2w al 2w a!

|T(91X —_ 62X|2 = —/

1
ot le laplacien est défini par AX = — |78y — 8,
T2

Les solutions classiques de AX = 0 sont les instantons

X&' =2rR(no1 + moz) avec (n,m) € Z2

X (o1 +1,02) = X(01,02) +27nR
qui sont bien périodiques
Xenln(UhU? +1) = X(01,02) + 2rmR

R2
Leur action sont gmn = T — (m — nr)?
o T2
On décompose X=XZ"+x
alors Z= Y e S /[9)(] e S0
(m,n)€Z2
avec x(o1,02) = x0 + dx(01,02) ot 0<x<27R

Ensuite il reste a calculer l'intégrale sur [2dx]
27 R
d’ou /[@X]e_s(") = —
Vdet' A
ou le prime indique qu’on a enlevé le mode 0. Pour le calcul du déterminant, on
prend les fonctions propres

Aé‘mn — _wrgn mn
mn 2rimot42ring? 2 4r? 2
avec & =e , wmn:;|m7—n ,
et / 2o é-mn‘fm'n' = 6m+m’,0 6n+n’,0
. 1 9 2
Onobtient S{dx = > Cppl™ | =—- Worn |Crmnl
22:100.0)} dma’ 72 (00,00}
Et comme ldoxll= > [dCmal®
22~{(0,0)}

27 R
™ dac
- I 9%mn
/ 2] /o Do . ooy 2
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2R 2R
et / DX e S0 — _
= w2  Vdet' A
z2{(0,00} ™"

on a, puisque det’ A = 472 :, o 75 |n(7)|*,

2
7 — 2n R e—% m—nr|?

@m)? n* vaim® mmez

en forme lagrangienne, et, en forme hamiltonienne,

qPL2/4 qPR2/4

Z=73 =
VE nn
m + nR
pL =5+ —
avec R o ol n est le nombre
m nR d’enroulement
PR = ﬁ -
«a

On retrouve 'invariance modulaire de Z car

T = 7+1 ) T—=1/T
e
(m: TL) = (m + n, TL) (ma n)'_)(_na m)

2 N .
et les facteur /75 |n(7)|” sont modulaires invariants aussi.

4 Fermions libres sur le tore

On va considérer N fermions de Weyl-Majorana sur le tore. L’action s’écrit

1 —A
S = p— /da dr [&J(”@“XH — i %™
avec somme sur A et ou {7%,7%} = —2§9
— A

Dans le cas de Majorana, on a iy?d, réel, ainsi que 1) (¢A = tw 7%). On a
(Bo—81) ¢t =0
(B + 01) A = 0 équation de Dirac

b + 01) Y2 =

c’est-a-dire que les fermions se décomposent en composantes gauche ¢/ (r—o0) et
droite ¢4 (T + o).
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On a 4 secteurs selon que I’on prend des conditions périodiques ou anti-périodiques
pour les 2 cycles du tore. Un calcul laborieux montre que, avec A pour « antipé-
riodique » et P pour « périodique »,

rZAA = Tra [¢omo/?] = (%)N/z
Zap = Tra [(=1)F gho—e/24] = (gzé(i;))mz

3 Zpa = Trp [qlo—/24] = <9izg)>N/2
\Z”°=“3PR—DF¢mﬂmﬂ::<_9i§?)N”

Seul Zpp correspond & une représentation de spin impair, les autres correspondant
& des représentations de spin pair.
Seule la fonction de partition totale

1
deoy=3 %
((L,IJ)E{O;%}2

est modulaire invariante car les transformations modulaires qui permutent les 2
cycles du tore permutent aussi les différentes conditions de bord.

En spin impair (PP), l'intégrale de chemin s’annule car chaque fermion a un
mode zéro.

L’intérét est que, pour N = 2, en faisant une resommation de Poisson

1
10as|* = Vo ¢ Z): exp [—Q%(n—b+r(m—a))2+i7rmn]
2 (m,n)€Z2

1
=—7= 2, exp [—
21y (m,n)ez?

on obtient, en remettant les o',

o
27'2

(n+7m)* +ir (m + a) (n+b)]

2

eab

Ui

1
7 ==
2

(a,0)e{0,3}
R [—%(n+rm)2+m(m+a)(n+b)]

>
2 |’l7|2 Vv 20! a,b (m,n)€Z2

1 7r 2
-~ Y exp [——(n+7m)]
Inl* V2T (mmyez> 27

qui est la fonction de partition du boson compact avec R =1/ V2etd=1.
On a en outre

opE 6%
Z—w

¥ (2) ¢ (w)
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d} B wl + i¢2
V2
On change L
= Y =iy
V2
Alors I’algébre de courant s’écrit
(3@ =Y
J(2) J(w) = (z —w)~2 +
Vi@ vw) = X2
30 Fw) = -2

Si on part d’un boson chiral X et qu’on pose

J(z) =10X
P = :elX:
P =:elX:

on obtient la méme algébre!
Par conséquent la théorie conforme pour un fermion de Dirac est isomorphe &

1
celle d’un boson compact avec R = —

5
IV  Spectre du boson libre compact

Si on part de la forme hamiltonienne

qPL2/4 gmag/4

Z(R) = —
( ) (m,n)€Z>? nn
m nR
\ S
ol
m _ nR
Pr R o
J(z) =10X
Avec les courants - =
J(z) =i10X
J(2) J(w) = (z — w) 2
et leur algebre _(i) _(f) i 2)7 )
JZ)J(w) = (z—w)
T(2) = —2 (9X)2 = £ : 12(2)
On a 2 2
1~ 1 =2
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s
D’ou le spectre des poids conformes 2
A = PR

4

Notons l’existence de 'opérateur marginal de poids conformes (A, A) = (1,1)
p=0X0X=1JJ

Il revient & changer le rayon effectif R. Le spectre de masse en fonction de n et «
est

0=na+N-N
n? a?R%? 2

M2=ﬁ+W+E(N+N—2)

V  Symétries supplémentaires et mécanisme de Higgs

On prend R = v/'. La condition d’état sans masse s’écrit
(N+a)?+4N=(n—-a)?+4N =4
En plus de état sans masse habituel, correspondantan =a =0et N =N =1,
on a les états
° nzazil,N:O,ﬁ:l
en=-a=+1,N=1,N=0

Ces deux états correspondent, en théorie des cordes dont la 25¢ di-

mension est compactifiée, & des bosons de jauge d’opérateurs de ver-

— . 2 . 2
tex : XM el FX exp:l:—lX%E’ et 1 OXHelhX exp:l:ﬁ X35

Va! Vao!
on:i2,a:N:ﬁ:0

. a::i:2,n:N:N:0

D’ot, au lieu d’avoir pour uniques opérateurs (1,0) et (0,1) de ’algébre U(1) x
U(@)

J(z) =i 6}%) et J(z) =i E\X/g)
(L 2
jt(z) = :icos (\/JX(Z))
on a < j%(z) = :isin (\/JLX(Z)) : (de méme pour les §)
e =158

symeétrie exceptionnelle de jauge SU(2) x SU(2).
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En théorie des cordes, cela donne des états sans masses :
e o, @ |0), 25d-graviton + dilaton + tenseur antisymétrique
e o, @%|0), graviton (1,1) + vecteur de Kaluza-Klein

e o @" |0), vecteur du tenseur antisymétrique

o % @2,51|0), correspond au R de la direction compact dont 'opérateur de
vertex j2 7% =: X5 9X?%e'#X . change la métrique de 07 = —2ime si
ds? = dwdw + £* dw? + ¢ dw?

Si on s’écarte du R = v/, les bosons de jauge acquiérent des masses (linéaires

en le déplacement comme il se doit)
R? — o 2
M:7| |w—I‘R—\/a’

Ro! «a

VI T-dualité

Le spectre de masse s’écrit

2 22
9o M a’R 2 ~
M —@—F?‘FE(N—FN—Q)
si R tend vers l'infini, les états enroulés deviennent infiniment massifs et les mo-
ments deviennent continus, ce qui correspond bien & la limite non-compacte. Il
est plus étonnant d’observer le méme comportement quand R tend vers 0! C’est

un effet typique de la théorie conforme: le spectre de masse est invariant sous
!

. « . N .
la transformation R — ik Cette transformation correspond 4 la transformation

suivante des charges et des courants U(1):

pi° = o J=J
pE — —p¥ - |

On voit que, lorsque R = v/o/, en plus de la symétrie exceptionnelle SU(2) x
SU(2), la théorie est auto-duale.



